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1 Inleiding 

Volgens het socio-constructivisme construeert de leer-
ling in de reken-wiskundeles zijn eigen kennis. Dit is ook
het basisidee van realistisch reken-wiskundeonderwijs
(RME): ‘de leerling construeert zijn/haar eigen wiskunde’,
waarbij het onderwijs georganiseerd wordt volgens het
principe van guided reinvention. 
In deze opzet probeert de ontwerper vooraf te bedenken
hoe leerlingen via een reeks van taken en daaraan gerela-
teerde redeneringen, de beoogde wiskunde kunnen ont-
dekken. Het probleem is echter dat mogelijke reacties op
de taken door de ontwerper vooraf moeten worden
bedacht. Dit vraagt van de ontwerper dat hij door de bril
van de leerlingen naar de opgaven kijkt. Men spreekt in
dit verband wel van het verschil tussen een actor’s en een
observer’s perspectief (Gravemeijer, 2004; Cobb &
Bowers, 1999; Cobb, 1987). 

Bij het ontwerpen van computeropgaven speelt de span-
ning tussen deze twee perspectieven nog meer dan bij het
ontwerpen van klassikaal onderwijs, omdat de leraar daar
bij kan sturen. 
Een extra complicatie is dat we niet precies weten wat het
verschil in perspectief in de praktijk precies inhoudt, en
daardoor ook niet hoe je er als ontwerper effectief reke-
ning mee kunt houden. 

Het doel van dit artikel is om preciezer na te gaan wat de
twee perspectieven in de praktijk kunnen inhouden en na
te gaan of we daar aanwijzingen aan kunnen ontlenen die
van belang zijn in het ontwerpproces. Hiertoe gaan we uit
van een onderzoek bij een meetkundige applet. 

2 Context van het onderzoek en 
vraagstelling 

Kijkmeetkunde is een rijk onderwerp binnen de meet-
kunde voor de basisschool. Daarbij horen allerlei activi-
teiten waarbij leerlingen verschillende standpunten in
nemen, en objecten vanuit die verschillende posities
bekijken en beschrijven (TAL-team, 2004). De wereld om
je heen is voor kinderen de beste situatie om ervaringen
op te doen en te leren over dit soort zaken. Naast zulke
activiteiten in de echte, driedimensionale wereld zijn er
ook zinvolle activiteiten mogelijk binnen de digitale
wereld van de computer. Computerprogramma’s - we
zullen meestal het woord ‘applets’ gebruiken - bieden
leerlingen de mogelijkheid om het kijken te onderzoeken
op een manier die in de werkelijkheid niet altijd mogelijk
is. In dit artikel doen we verslag van een exploratief
onderzoek naar kijkmeetkundeopgaven die zijn ont-
worpen bij een bestaande meetkundeapplet. Dit applet,
dat we in het artikel ‘het eiland’ zullen noemen, is
gebruikt bij het computerspel ‘Schateiland’ (fig.1).2 
Het is de bedoeling dat leerlingen door te werken met dit
computerspel allerlei ontdekkingen doen op het gebied
van kijkmeetkunde. Het verhaal gaat over kapitein
Kwark die rondom het eiland Lund vaart waar drie torens
te zien zijn: een vuurtoren, de toren van Zilt en een kerk-
toren. Kapitein Kwark heeft een verrekijker en de leer-
lingen kunnen daarmee zien wat de kapitein ook ziet.
Door een punt op de kaart aan te wijzen en vervolgens op
de verrekijker te klikken, krijgen ze de torens te zien
vanuit het standpunt van de kapitein. 
In eerste instantie is het onderzoek opgezet om te kijken
naar de mogelijkheden van dit applet voor: 
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– het stimuleren van het gebruik van kijklijnen;
– het stimuleren van het redeneren met kijklijnen op een

hoger niveau. 

Aanleiding voor dit onderzoek was de constatering van
Van Galen (2000) dat leerlingen een weinig reflectieve
en probleemoplossende houding toonden bij dit spel, ter-
wijl dat juist wel de bedoeling was. We gingen er vanuit
dat er mogelijkheden waren om het applet bij nieuwe
opgaven zo in te zetten dat reflectie beter van de grond
zou komen. 
Het stimuleren van het gebruik van kijklijnen sluit aan bij
het idee van heruitvinden. Het begrip ‘kijklijnen’ zou de
leerlingen, naar we aannamen, nog niet bekend zijn. We
wilden zien of de leerlingen zelf op het idee zouden
komen om (kijk)lijnen te gaan gebruiken. Het tweede
doel had te maken met het idee van verticaal mathemati-
seren. We wilden uitzoeken hoe het applet gebruikt kon
worden om generalisatie van meetkundige constructies
met kijklijnen te stimuleren.
Bij het ontwerpen van de opgaven is zorgvuldig naar de
context en de formulering van de opgaven gekeken, opdat
deze zoveel mogelijk zou aansluiten bij wat leerlingen al
wisten en konden. We hoopten hen zo te stimuleren om
eigen, informele strategieën te gebruiken. Daartoe werd
van tevoren een hypothetisch leertraject (Simon, 1995)
bedacht (meer hierover verderop in dit artikel). De leer-
lingen kwamen echter met allerlei interpretaties en oplos-
singsmanieren die door de ontwikkelaars/onderzoekers
niet op die manier waren voorzien en die we graag wilden
begrijpen. We besloten daarom het onderzoek te richten
op wat leerlingen anders deden, om daar verklaringen
voor te vinden. 
De onderzoeksvraag werd: ‘In welk opzicht verschillen
de redeneringen van de leerlingen van die die de ont-
werper verwachtte, en hoe kunnen deze verschillen
worden verklaard?’ 
Voordat we ingaan op de beschrijving en bevindingen

van dit onderzoek, schetsen we eerst het theoretische
kader dat als basis diende voor het beantwoorden van de
onderzoeksvraag. Daarna geven we een beschrijving van
het ontwerp en de verwachtingen (het hypothetische leer-
traject) van de ontwerpers. Vervolgens gaan we in op de
onderzoeksopzet en analysemethode. In de daarop vol-
gende paragraaf bespreken we hoe leerlingen de opgaven
anders hebben gemaakt dan de ontwerper had verwacht
en hoe we die interpretaties en redeneringen van de leer-
lingen kunnen begrijpen wanneer we een onderscheid
maken tussen het actor’s en observer’s perspectief. In de
paragraaf ‘discussie en aanbevelingen’ plaatsen we onze
bevindingen in een theoretisch kader om zo meer grip te
krijgen op de verschillen tussen deze twee perspectieven. 

3 Theoretisch kader 

Het denken over leren en onderwijzen wordt tegen-
woordig gedomineerd door het constructivisme, in de zin
dat het idee dat ‘leerlingen hun eigen kennis construeren’
de basis vormt voor hedendaagse onderwijstheorieën.
Volgens het socio-constructivisme worden deze con-
structies beïnvloed door de interactie van leerlingen met
hun omgeving. Het leren van wiskunde wordt gezien als
een proces waarin leerlingen als groep, samen met de
leraar, kennis ontwikkelen. Cobb, Yackel & Wood
(1992) noemen die kennis taken as shared, omdat we
nooit zeker kunnen weten of die kennis werkelijk gedeeld
is. Leerlingen en leraar bouwen samen gedeelde kennis
op, in een proces dat beïnvloed wordt door de ‘sociale
normen’ en de ‘sociaal-wiskundige normen’ van de klas.
Deze normen refereren aan de verwachtingen die leer-
lingen en leraar hebben over ieders rol, het leren van wis-
kunde, de relatie met de wiskundige taken, hun opvat-
tingen over wat wiskunde is en over hoe daaraan in de

In de gekke toren daar rechts woont Zilt.
Achteraan zie je nog een puntje van de kerk.
Waar heeft Kapitein Kwark de foto gemaak?

Klik een plek aan op de kaart. 
Controleer in de verrekijker of het klopt.

Schrijf op je blaadje wat er onder de kaart staat.
vorige - volgende

24 oost 39 noo

figuur 1: het spel ‘Schateiland’
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klas wordt gewerkt. Het idee dat leerlingen hun eigen
kennis construeren, is in overeenstemming met Freuden-
thals idee van wiskunde als menselijke activiteit (Freu-
denthal, 1973), dat aan de basis ligt van het realistisch
reken-wiskundeonderwijs. Volgens dit idee moeten leer-
lingen de mogelijkheid krijgen wiskunde te leren door te
mathematiseren, dat wil zeggen, door zowel zaken vanuit
de alledaagse werkelijkheid als vanuit de eigen wiskun-
dige activiteit te organiseren. Belangrijk hierbij is dat wat
georganiseerd moet worden, betekenisvol voor de leer-
ling moet zijn. 
Echter, wat voor de ene leerling reëel is, hoeft dit voor
een andere niet te zijn. Op dezelfde wijze geldt, dat wat
reëel is voor de leraar, dat niet voor de leerling hoeft te
zijn. In dit kader wijst Van Hiele (1973) op een verschil
in referentiekader, dat te maken heeft met een verschil in
denkniveau. Van Hiele keek naar de communicatieve
processen tussen leraar en leerling en nam daarbij waar
dat de begrippen die zij gebruiken vaak niet dezelfde
betekenis hebben (Gravemeijer, 1994). Anders dan leer-
lingen, beschikken leraren over wiskundige kennis die
hen een ander referentiekader biedt bij wiskundige
begrippen, ook al gebruiken ze dezelfde woorden. 
Dit verschil in denkkader is bijvoorbeeld een probleem
bij het gebruik van concreet materiaal, zoals de Dienes-
blokken, in het onderwijs (Cobb, Yackel & Wood, 1992,
verwijzing in Gravemeijer, 2002). Leerlingen kennen de
relaties nog niet die ze in de materialen zouden moeten
zien. Deze door Bereiter (1985) genoemde learning
paradox, wordt door Cobb et al. (1992) als volgt toege-
licht: 

The assumption that students will inevitably construct the
correct internal representation from the materials presented
implies that their learning is triggered by the mathematical
relationships they are to construct before they have con-
structed them. (…) How then, if students can only make
sense of their worlds in terms of their internal representa-
tions, is it possible for them to recognize mathematical rela-
tionships that are developmentally more advanced than their
internal representations? (pag.5)

Leraren en ontwerpers zullen van tevoren moeten pro-
beren te voorspellen hoe het redeneren van de leerling zal
verlopen binnen de context van de ontworpen activi-
teiten. Simon (1995) noemt dit het bedenken van een
hypothetical learning trajectory. Daarbij helpt het om het
leerlingperspectief - het actor’s perspectief - te gebruiken
(Gravemeijer, 2004; Cobb & Bowers, 1999): met welke
kennis en inzichten zal de leerling de opgaven interpre-
teren, welke betekenis zal hij aan de contexten en
opgaven ontlenen, enzovoort? Zoals het woord hypothe-
tical al zegt, zullen de leerlingen in werkelijkheid soms
anders redeneren dan wat de leraar of ontwerpers ver-
wachten.
De ontwerper moet dus in staat zijn om te ‘zien’ hoe de
leerling de wiskunde ziet vanuit zijn of haar perspectief,
en moet tegelijkertijd oog hebben voor ‘onze’ wiskunde

die daarin besloten ligt. Ze moeten, wat Ball (1993)
noemt, een bifocal perspective gebruiken: 

Perceiving mathematics through the mind of the learner
while perceiving the mind of the learner through the mathe-
matics. (pag.159) 

Dit is niet eenvoudig, omdat de ontwerper in de schoenen
moet gaan staan van iemand die over minder kennis
beschikt. Hij kent de wiskunde en ziet die dus ook in de
opgaven. Voor de leerling, die de wiskundige inhouden
nog niet kent, is deze wiskunde vooralsnog niet zichtbaar. 
Behalve dit verschil in kennis van de wiskunde, spelen
ook verschillen in verwachtingen een rol. De leraar heeft
bijvoorbeeld bepaalde verwachtingen over de mate
waarin de context in de oplossing van een wiskundig pro-
bleem kan worden betrokken, terwijl de leerling daar
andere ideeën over heeft. Men spreekt in dit verband van
sociaal-wiskundige normen (Cobb & Yackel, 1996). Gra-
vemeijer (2004, pag.6) gebruikt de volgende verhaaltjes-
sommen uit het onderzoek van Verschaffel, Greer en De
Corte (2000) om dit te illustreren: 

Jim has 5 planks of 2 meters. 
How many planks of 1 meter can he make?
John has 4 planks of 2  meters. 
How many planks of 1 meter can he make?

Verschaffel et al. (2000) laten zien dat leerlingen bij
beide opgaven meestal tien als antwoord geven, terwijl
dit bij de tweede som niet realistisch is. Daar zou het
goede antwoord acht moeten zijn, omdat het hele planken
moeten zijn. De leerling moet rekening houden met de
context van de opgave. Bij de eerste som is iedereen wel
overtuigd dat het antwoord tien moet zijn. Ook hier wordt
echter de context tot op zekere hoogte genegeerd, want de
breedte van de snede, gemaakt door de zaagmachine,
wordt namelijk niet meegerekend. Blijkbaar is er een
impliciete afspraak dat dit niet hoeft. 
De ontwerper moet ook in staat zijn om vanuit het per-
spectief van de leerling te kijken naar de gereedschappen
die de leerling kan gebruiken. Bij de opdrachten die we in
dit artikel bespreken fungeerde de verrekijker als het
belangrijkste gereedschap. Hoe iets als gereedschap
functioneert hangt af van de manier waarop je het
gebruikt. In het onderzoek van Doerr en Zangor met de
grafische rekenmachine is te zien hoe leerlingen die op
verschillende manieren gebruiken. De gevonden rollen
van de grafische rekenmachine kunnen we globaal als
volgt typeren: als onderzoeksgereedschap (om data te
verzamelen of te visualiseren, patronen te vinden, enzo-
voort), als antwoordhulp (om antwoorden uit te rekenen),
als controleapparaat (om vermoedens of antwoorden te
controleren) en als transformatiegereedschap (om de aard
van de opgave te veranderen). Het gereedschap kunnen
we dus opvatten als een construct dat hoort bij een
bepaalde praktijk (Lave & Wenger,1991). Dat wil zeggen
dat de kenmerken van het gereedschap niet iets in en van
het ding zelf zijn, maar een onderdeel van een construct

1
2---
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dat samenhangt met de handelingen die je ermee uitvoert.
Leerlingen gaan het gereedschap begrijpen tijdens het
gebruik ervan bij het oplossen van reken-wiskundige pro-
blemen (Hiebert et al, 1997). Bovendien wordt dit beïn-
vloed door de normen in de desbetreffende klassenprak-
tijk, over hoe het gereedschap gebruikt dient te worden
(Doerr & Zangor, 2000). Dit alles verklaart waarom
gereedschappen op verschillende momenten in het leer-
proces anders gebruikt kunnen worden. Het is iets
waarmee een ontwerper rekening mee moet houden. 

4 Ontwerp en verwachtingen 

Voor het onderzoek zijn twee series opgaven ontworpen
(opgave 1 tot en met 6 en 7 tot en met 9) rond het
eilandapplet, die op verschillende dagen aan de leer-
lingen werden voorgelegd. Het hypothetisch leertraject
achter het ontwerp was dat leerlingen eerst het idee van
kijklijn zouden ontdekken (opgave 1 en 2), vervolgens de
lijn als verzameling van kijkpunten zouden gebruiken
(opgave 3 en 4), dit zouden kunnen toepassen om een
gebied te begrenzen (opgave 5 en 6) en deze ideeën dan
zouden toepassen bij het oplossen van complexere
opgaven (met kijkhoeken), waarvoor opdracht 7 een
inleidende opdracht was (opgave 7, 8 en 9). 

figuur 2: opdracht 3: twee torens op de foto 

In de eerste serie kregen de leerlingen steeds een verken-
nende opdracht op de computer en daarna een opgave op
papier om de beoogde generalisatie en het gebruik van
kijklijnen te stimuleren. Bij de computeropdracht gaat het
om het vinden van één punt vanwaaruit je de torens op
een bepaalde manier kunt zien en waarbij leerlingen de
‘ingebouwde’ verrekijker kunnen gebruiken (fig.2).
Strikt genomen functioneert de verrekijker overigens niet
echt als verrekijker, want in een verrekijker zou je eerder
een enkele toren zien dan drie torens samen. Gezien de
grootte van de kijkhoek zouden de plaatjes eigenlijk beter
van een fototoestel kunnen komen. In dat geval was
gekozen voor een verrekijker in verband met het verhaal:
je kunt, net als de kapitein, op ieder moment de verre-

kijker pakken om je te oriënteren. 
Op de kaart kunnen ze een punt in zee aanwijzen. Door
vervolgens op de verrekijker te klikken, krijgen ze te zien
hoe je vanaf dat punt de torens ziet. Bij de opdracht op
papier ging het er vervolgens om het antwoord te genera-
liseren, door al redenerend een verzameling van kijk-
punten te vinden (fig.3). 

figuur 3: opdracht 4: de kerktoren

De verrekijker werd dus ingezet als gereedschap bij de
verkenning van het probleem, maar was bij de generali-
serende opgaven niet meer beschikbaar. Op deze manier
wilden we voorkomen dat leerlingen via trial and error
het antwoord zouden gaan zoeken, omdat dat het genera-
liseren in de weg zou staan. We verwachtten echter ook
dat de verrekijker goed gebruikt kon worden als controle-
apparaat achteraf en daarom wilden we dit gebruik van de
verrekijker toelaten als leerlingen daar om zouden
vragen.

De opgaven uit de tweede serie (opgave 7 tot en met 9)
zijn allemaal opgaven op papier, waarbij de verrekijker
dus niet beschikbaar is. Onze verwachting was dat leer-
lingen in de eerste serie opgaven dusdanige kennis opge-
bouwd zouden hebben dat ze in staat zouden zijn hier
zonder verrekijker aan te werken. Bij deze opgaven gaat
het om kijkhoeken, waarbij de kijkpunten in de opgaven
zijn aangegeven. Er wordt weer naar een verzameling van
punten gevraagd, dit keer naar plaatsen vanwaaruit je iets
op een bepaalde manier ziet. 

Opdracht 1 en 2 

Bij opdracht 1 wordt een foto gegeven en de vraag
gesteld waar deze gemaakt is. Leerlingen kunnen met de
verrekijker de plaats zoeken. Bij opdracht 2 krijgen leer-

Zoek een plaats waar je maar twee

Waarom zie je daar maar twee
torens?

torens in de verrekijker ziet. 

Kapitein Kwark vaart in de buurt van het

Op de plek waar hij is, ziet hij de kerktoren
niet (de andere torens wel).

eiland Lund. 

Waar kan de boot zijn? Geef alle mogelijke
plaatsen precies aan.
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lingen weer een foto van het eiland te zien en een plaats
op de kaart waarvan de kapitein beweert de foto te
hebben gemaakt. De leerlingen wordt gevraagd of dit
klopt en uit te leggen waarom wel of waarom niet. We
verwachtten dat leerlingen een uitleg met gebruik van
(kijk)lijnen zouden geven (fig.4). 

figuur 4: een correcte oplossing bij opdracht 2 

Opdracht 3 en 4 

Bij opdracht 3 en 4 moeten leerlingen de plaatsen aan-
geven waar slechts twee torens te zien zijn, omdat de
derde toren zich achter een van de torens bevindt. Bij
opdracht 3 kunnen ze eventueel met de verrekijker één
plaats zoeken, terwijl ze in opgave 4 alle mogelijke
plaatsen moeten aangeven. 
Als voorbereiding op opdracht 4 wordt in opdracht 3 de
volgende vraag gesteld: ‘Waarom zie je daar maar twee
torens?’ Verder wordt bij opdracht 4 (en later ook bij
opdracht 6) gevraagd om het antwoord ‘precies’ aan te
geven, om zo de leerlingen te stimuleren nauwkeurig te
zijn en dus kijklijnen te tekenen. We hadden een ant-
woord voor ogen in termen van één of twee lijnen of
stroken (fig.5). 

figuur 5: een correcte oplossing bij opdracht 4 

Opdracht 5 en 6 

Bij deze opdrachten moeten leerlingen de plaatsen aan-
geven waar de kapitein kan zijn als hij de vuurtoren
ergens tussen de andere twee torens ziet. Weer kunnen ze
dat bij opdracht 5 met de verrekijker onderzoeken en één
oplossing vinden, terwijl ze bij opdracht 6 hun antwoord
moeten generaliseren door alle mogelijke plaatsen aan te
geven. De verwachting was dat leerlingen zouden ont-
dekken dat het om een gebied gaat (in feite twee
gebieden) en dat ze de grenslijnen van die gebieden
zouden opzoeken. Hopelijk zouden leerlingen hun erva-
ringen die ze met opdracht 3 en 4 opgedaan hadden hier
op een of andere manier toepassen. De grenslijnen zijn
namelijk dezelfde type lijnen die ze ook in de vorige
opdracht hadden getekend (fig.6). 

figuur 6: een correcte oplossing bij opdracht 6 

Opdracht 7 

Bij opdracht 7 kijkt Zilt uit zijn toren naar de zee en ‘ziet
een groot schip tussen de vuur- en de kerktoren’. In de
tekst staat een ‘groot schip’ om het verhaal spannender te
maken. Met ‘zien’ bedoelden we dat Zilt rondkijkt en niet
dat hij zonder zijn hoofd te bewegen het schip en de twee
torens tegelijk zou moeten zien. 

figuur 7: een correcte oplossing bij opdracht 7
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Dit idee van ‘zien tussen’ was al in opdracht 5 en 6 aan
de orde geweest. Deze opgave was ons inziens een mak-
kelijkere dan de vorige twee opdrachten, omdat het kijk-
punt nu bekend is. We hoopten dus dat leerlingen de
opgave nu zonder gebruik van de verrekijker konden
maken en kijklijnen zouden gebruiken om de kijkhoek te
tekenen (fig.7). 

5 Onderzoeksopzet 

De studie is een exploratief kwalitatief onderzoek met
een participerende observator, in de geest van wat Steffe
(1983) een ‘onderwijsexperiment’ noemt. In dit type
onderzoek geeft de betrokken onderzoeker onderwijs aan
één of enkele leerlingen. Deze activiteit wordt bijvoor-
beeld op video vastgelegd voor een retrospectieve ana-
lyse (Steffe, 1983; Steffe & Thompson, 2000). Het doel
van dit type analyse is te begrijpen wat leerlingen doen en
het in kaart brengen van de wiskundige realiteit van de
leerling. 
Bij het applet ‘Het eiland’ zijn twee series opdrachten
ontworpen en uitgeprobeerd met een tiental leerlingen
van groep 7 van een basisschool in Utrecht. De leerlingen
werkten in tweetallen, en door iedere groep werd onge-
veer een half uur per keer aan de opdrachten gewerkt,
iedere serie telkens op een andere dag, met een week
ertussen. Al het groepswerk werd op video vastgelegd.
De leerlingen werkten samen aan de opdrachten, maar
hadden wel een eigen werkblad, met een klad- en ant-
woordgedeelte. De onderzoeker zat bij de leerlingen,
maar nam zoveel mogelijk een terughoudende houding
aan. Omdat het oorspronkelijke doel het verbeteren van
het applet was, moesten leerlingen vooral zelfstandig
werken. De onderzoeker probeerde pas vragen te stellen
als leerlingen een antwoord hadden (goed, fout of incom-
pleet) of als ze er niet uitkwamen en dreigden af te haken.
Het doel van deze vragen was enerzijds de redeneringen,
inzichten en moeilijkheden van de leerlingen op te sporen
en hen anderzijds te stimuleren te reflecteren op wat ze
gedaan hadden, teneinde op die manier tot een hoger
niveau van antwoorden te komen. 
Over het algemeen stelde de onderzoeker de volgende
vragen:

– Vragen naar een uitleg, zoals: Hoe ben je aan je ant-
woord gekomen?

– Vragen over de volledigheid van hun antwoord, zoals:
Zijn dat alle mogelijke plaatsen? Hoe zit het met deze
plaats?

– Vragen naar bewijs, zoals: Kun je laten zien dat het zo
is? Of: Hoe weet je dat?

– Vragen om samen te werken door bijvoorbeeld te
wijzen op de verschillen in antwoorden of redene-
ringen van beide leerlingen.

De data voor de analyse bestonden uit video-opnamen
van het werk van iedere groep, de leerlingenwerkbladen
en de aantekeningen van de onderzoeker. 

De analysemethode

De analysemethode in dit onderzoek is gebaseerd op de
methode van Cobb & Whitenack (1996), die steunt op de
constante comparative method van Glaser en Strauss
(1967). Cobb en Whitenack gebruikten een analyseme-
thode met drie fasen. Eerst werd episode na episode
afzonderlijk geanalyseerd aan de hand van een beperkt
aantal geformuleerde thema’s. Dit leidde tot een aantal
vermoedens en conclusies die als basis dienden voor
nieuwe analyses, nu meer op metaniveau. Deze analyses
werden vervolgens gecombineerd tot een samenvattende
conclusie.
In ons onderzoek is er een dergelijke procedure gevolgd.
In eerste instantie zijn er korte verslagen gemaakt van het
werk van de leerlingen op basis van aantekeningen, glo-
bale analyses van de video-opnamen en werkbladen. Ver-
volgens zijn er verschillende aspecten gesignaleerd die
bij de groepen en opdrachten steeds terugkwamen en die
om een nadere analyse vroegen. Tegelijkertijd vormden
deze aspecten ook een eerste kader voor het opnieuw ana-
lyseren van de werkbladen en video-opnamen. Deze
aspecten waren:
– verschillen in constructies met kijklijnen binnen de

verschillende groepen leerlingen;
– de rol van de verrekijker;
– de rol van motivatie in het oplossingsproces;
– de rol van de leerkracht/onderzoeker in het oplossings-

proces;
– de invloed van het blikveld in de oplossingsstrategie. 
In deze fase van de analyse zijn per opgave nauwkeurige
beschrijvingen gemaakt van het werk van de leerlingen,
aangevuld met stukjes protocol en een reconstructie van
het schematiseringsproces. Zo zijn er binnen de
genoemde aspecten enkele patronen gesignaleerd die als
basis dienen voor het formuleren van enkele vermoedens.
Dit waren constateringen van het type ‘leerlingen in deze
onderzoeksgroep handelen in het algemeen zo’. In eerste
instantie zijn er alleen constateringen geformuleerd voor
opgave 4, maar we wisten dat een aantal daarvan ook bij
de andere opgaven voorkwamen.
Daarna werd opnieuw naar de data gekeken om deze con-
stateringen te toetsen. Eerst bij opgave 4, daarna bij
opgave 6 en 7. De vragen hierbij waren: ‘Gebeurt dit
inderdaad steeds? En wanneer dit niet het geval is, is er
dan sprake van tegenspraak?’ Tijdens het toetsen van de
constateringen bij opgave 6 en 7 vielen weer nieuwe
zaken op, die ook als constateringen werden opgesteld en
vervolgens getoetst bij alle opgaven. Zo kwamen we uit-
eindelijk tot een eerste lijst van constateringen (fig.8). 
Ten slotte zijn deze constateringen zelf data geworden en
geanalyseerd op metaniveau: ‘Wat hebben ze met elkaar
te maken en hoe zijn ze te koppelen aan het theoretische
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kader?’ Hierbij was het nuttig om afstand te nemen en
een lijst te maken van opvallende zaken die de leerlingen
deden: 
– Ze gaan uit van de authentieke situatie, terwijl ontwer-

pers uitgaan van een meer gemathematiseerde situatie. 
– Ze gebruiken representaties op concreet niveau. 
– Wanneer de verrekijker gebruikt wordt om het goede

antwoord te vinden, wordt die als een zoekmachine
gebruikt, waardoor het verticale mathematiseren,
generaliseren en abstraheren wordt belemmerd. Wan-
neer de leerlingen de verrekijker als controleapparaat
gebruiken wordt het leerproces gestimuleerd. 

Door uit te gaan van een verschil tussen actor’s en
observer’s perspectief bleek het vervolgens mogelijk om
de constateringen verder te structureren en aan elkaar te
relateren tot een samenvattende eindbeschrijving, die een

verklaring biedt voor de zaken die gebeurd zijn. Op deze
wijze zijn we gekomen tot een lijst van constateringen
met daaraan gekoppeld subconstateringen, die de eerste
helpen verklaren (fig.9). 

6 Leerlingen aan het werk - de 
resultaten

In deze paragraaf bespreken we het werk van de leer-
lingen in detail. Om praktische redenen beperken we ons
tot de bevindingen rond opdracht 3 tot en met 7, met meer
specifieke aandacht voor de generaliserende opgaven
(opdrachten 4, 6 en 7). We kijken naar wat leerlingen

Leerlingen wijzen in eerste instantie geen lijnen, maar punten aan. constructies 
(opdracht 4 en 6)

Leerlingen denken in termen van richtingen. constructies 

Leerlingen zetten streepjes of bolletjes op de lijnen of gebieden. constructies

Leerlingen teken in eerste instantie kijklijnen die aangeven hoe je kijkt (en niet een gebied). constructies
(opdracht 4 en 6) 

Wanneer leerlingen lijnen tekenen, tekenen ze in eerste instantie parallelle lijnen tussen de twee kerktorens. constructies 
(opdracht 4 en 6)

Leerlingen denken aan de context ‘foto maken’.

Het gebruik van de verrekijker als controleapparaat stimuleert het leerproces, terwijl het hindert als die
gebruikt mag worden om de oplossing te vinden. In het laatste geval redeneren leerlingen op een concreter
niveau, dat wil zeggen, ze nemen de waarnemingen met de verrekijker over als antwoord zonder het te
gebruiken om het antwoord te generaliseren. 

verrekijker 
(opdracht 4 en 6)

Leerlingen betrekken een beperkt blikveld bij hun redeneringen. blikveld 

Leerlingen betrekken een beperkt blikveld bij de context van de verrekijker. blikveld 
(opdracht 4 en 6)

Leerlingen betrekken de breedte van de torens bij hun oplossing. (opdracht 4 en 6)

Leerlingen brengen contextelementen uit hun eigen belevingswereld in. (opgave 7) 

figuur 8: eerste lijst van constateringen 

Context

– Leerlingen betrekken een beperkt blikveld bij hun redeneringen.
– leerlingen betrekken een beperkt blikveld bij de context van de verrekijker;
– leerlingen denken aan de context ‘foto maken’;
– leerlingen denken in termen van richtingen;
– dat het schip tussen de torens wordt gezien, wordt geïnterpreteerd als ‘hij ziet beide torens tegelijk’; 

– Leerlingen brengen contextelementen uit hun eigen belevingswereld in. 

Representaties – Leerlingen wijzen in eerste instantie punten aan waar het om een lijn gaat en lijnen waar het om een gebied
gaat. 

– Leerlingen zetten streepjes of bolletjes op de lijnen of gebieden.
– Leerlingen tekenen parallelle lijnen om het gebied aan te geven. 

– wanneer leerlingen geen parallelle lijnen tekenen, tekenen ze kijklijnen (lijnen die tot aan het kijkobject
of vanaf het kijkpunt gaan).

– Leerlingen betrekken de breedte van de toren erbij. 

Het gereedschap – Het gebruik van de verrekijker als controlemiddel stimuleert het leerproces.
– Het gebruik van de verrekijker om de oplossing te vinden belemmert het leerproces. 

figuur 9: lijst constateringen 



24

anders deden dan de ontwerpers hadden verwacht en hoe
dat begrepen kan worden door een onderscheid te maken
tussen het leerling- en het ontwerpersperspectief. We
organiseren de observaties en verklaringen in drie clus-
ters, zoals ze tijdens de data-analyse naar voren zijn
gekomen (zie lijst van constateringen): ‘anders omgaan
met de context’, ‘anders representeren’ en ‘de verrekijker
anders gebruiken’. In de laatste paragraaf proberen we
hierop meer greep te krijgen door uit te gaan van de theo-
retische verklaring voor deze verschillen. 

Anders omgaan met de context 

Het blikveld
Bij alle opdrachten speelt de context van kijken een cen-
trale rol. Het gaat steeds om wat iemand kan zien, of zou
kunnen zien. Bij opdracht 3 en 4 zoeken leerlingen naar
de plekken waar de kapitein slechts twee torens kan zien,
omdat de derde toren zich achter een van de torens
bevindt. In opdracht 5 en 6 moeten ze plaatsen aangeven
waar de kapitein kan zijn als hij de vuurtoren ergens
tussen de andere twee torens ziet, en in opdracht 7 kijkt
Zilt uit zijn toren naar de zee en ‘ziet een groot schip
tussen de vuurtoren en de kerktoren’. Met dit ‘zien’
bedoelden de ontwerpers ‘rondkijken’ en niet, zoals de
leerlingen het opvatten, kijken met stilgehouden hoofd.
Deze interpretatie van zien, die we een beperkt blikveld
noemen, wordt door veel leerlingen in vrijwel alle
opdrachten gebruikt. 

figuur 10: werk van Silvana (opdracht 4)

We geven een aantal voorbeelden. Bij opdracht 4 rede-
neren zes van de tien leerlingen vanuit het idee van een
beperkt blikveld. Je ziet het aan de manier waarmee ze de
plaatsen aangeven. Ze tekenen bijvoorbeeld kijkhoeken
of pijlen bij de plaats waar de kapitein moet staan (Sil-
vana, fig.10) en (Annika, fig.11). Daarmee geven ze aan
dat de kapitein in een vaste richting moet kijken. Ze laten
dus zien dat ze het ‘zien’ niet interpreteren als rond-
kijken. 
Silvana verwoordt deze interpretatie als ze uitlegt wan-
neer je maar twee torens kunt zien: ‘Dan staat er een toren

voor of je kijkbeeld is te klein’. Ze zegt dus niet alleen dat
de onzichtbare toren achter een andere toren kan staan -
wat de ontwerpers voor ogen hadden - maar ook dat die
buiten het blikveld kan vallen. 

figuur 11: werk van Annika (opdracht 4)

Bij opdracht 6 wordt beweerd dat de kapitein op een
gegeven moment de vuurtoren tussen de twee andere
torens in ziet. Gevraagd wordt waar de boot op dat
moment kan zijn. Silvana heeft al een gebied getekend
(smaller dan het zou moeten) en denkt hardop na over een
punt rechts onder de kerktoren dat net buiten haar gebied
valt, maar er nog wel bij zou moeten horen. Ze twijfelt
over dit punt, omdat de kapitein de torens pas ziet als hij
‘schuin kijkt’: ... als je hier (punt rechtsonder net buiten
het gebied) staat ... pauze ... ja, als je schuin kijkt kan het
natuurlijk wel, maar als je recht kijkt niet’. 
Bij opdracht 7 ziet Zilt een groot schip op zee, tussen de
vuur- en kerktoren. De leerlingen vatten dat op alsof Zilt
in één blik beide torens en het schip kan zien, met tot
gevolg dat drie van de vijf groepen het gebied niet tot aan
de kerktoren tekenen (fig.12). 

figuur 12: werk van Han (opdracht 7, antwoordblad) 

Han is daar tegenover Leo heel expliciet over: 

Han: hij kijkt vanuit zijn toren en hij ziet deze twee (de
vuurtoren en de kerktoren).
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Leo: ja, hij mag zelf weten naar welke toren hij kijkt. (Leo
denkt aanvankelijk dat hij niet per se beide torens te-
gelijk hoeft te zien).

Han: nee, kijk ‘tussen de vuurtoren en de kerktoren ziet hij
een groot schip’ (leest). Als je hier kijkt dan zou hij
die nog net kunnen zien denk ik, en die, en dan zou
daar tussen het schip zijn. (...)

Leo: Of hij heeft gewoon een kromme blik.
Han: (lacht) erg kromme blik ... daar (wijst de kerktoren

aan) staat het spiegeltje ... (lacht). 

Bij de groep van Bertwin en Lukas doet zich een verge-
lijkbare situatie voor. Bertwin vindt dat het gebied tot aan
de kerktoren gaat, maar Lukas denkt dat Zilt dan niet
beide torens kan zien. Bertwin wil dat met de verrekijker
nagaan, maar merkt dat die niet beschikbaar is. Vervol-
gens zegt hij dat het van het soort fototoestel afhangt.
Later legt hij Lukas nog uit dat hij best alle twee de torens
kan zien, en voert daarvoor zelf een kijkexperiment uit in
de klas: 

Maar als ik ... kijk! Ik kijk naar dat schilderij (schilderij staat
voor de kerktoren). En kan ik dat nog wel zien, ah? (wijst
met de rechterhand in de richting van waar de vuurtoren zou
moeten zijn, links van hem, terwijl hij nog steeds naar het
schilderij kijkt). Dus, dan kun je de vuurtoren nog wel zien.

Het feit dat leerlingen bij hun redeneringen uitgaan van
een beperkt blikveld en dus ‘zien’ anders opvatten dan de
ontwerpers bedoelden, heeft alles te maken met de speci-
fieke situatie van de computertaak, waarin het gaat om
foto’s die de kapitein heeft gemaakt en om het kijken met
een verrekijker. Bij een verrekijker heb je te maken met
bepaalde kijkrichtingen, en dus een beperkt blikveld. Je
ziet bijvoorbeeld dat leerlingen zich verbazen over het
plaatje dat de verrekijker van de torens geeft: ‘Je ziet ze
(de torens) gewoon niet op de goede plaats’, zegt Lukas
bij opdracht 6. Daarnaast speelt het gegeven dat het beeld
dat de verrekijker geeft (en dat op het computerscherm
verschijnt) een statisch plaatje is (een soort foto). In drie
van de vijf groepen redeneren leerlingen ook expliciet
vanuit het idee van foto’s maken. 

Annika: Omdat als je hier ziet, een foto kijkt, kun je niet die
(kerktoren) zien. (...) als ik een foto daar naar toe
maak (ze maakt een kader met haar handen in die
richting en knijpt haar oog toe, alsof ze een foto aan
het maken is), dan zie ik die twee, en niet die (kerk-
toren). 

Leerlingen zoeken dus naar kijkrichtingen en niet naar
verschillende posities, zoals de ontwerpers hadden
bedoeld. Dit is duidelijk te zien aan de reactie van Ricky,
wanneer zijn medeleerling Dano in opgave 3 een tweede
punt op dezelfde lijn met de verrekijker wil testen: ‘Ja,
maar, dat is dezelfde plek ja maar, dan krijg je de hele tijd
zo’n streep’. Vanuit dat punt kijk je in dezelfde richting
en daarom is dat tweede punt volgens Ricky niet een
tweede oplossing maar gewoon ‘dezelfde plek’. Dit doet
zich ook voor bij leerlingen die pijlen tekenen in plaats

van punten (zie figuur 10b). Ook bij opdracht 7 zijn er
leerlingen die vanuit een beperkt blikveld redeneren. Dit
zou het gevolg kunnen zijn van een vergelijkbare vraag
bij opdracht 6, waar de verrekijker steeds drie torens
tegelijk laat zien. 

Contextelementen inbrengen vanuit de eigen bele-
vingswereld 
Bij het oplossen van de opgaven zien we een aantal keren
hoe leerlingen hun eigen ervaringen gebruiken om de
opgaven te interpreteren en op die manier greep te krijgen
op wat van hen verwacht wordt. Ze zetten de context naar
hun eigen hand en creëren op die manier een eigen con-
text voor de opgave. Een voorbeeld is Bertwin, die zich
bij opdracht 7 voorstelt dat het blikveld breed kan zijn,
want dat hangt af van het type fototoestel dat je gebruikt.
Hij weet blijkbaar dat er breedbeeldopnamen mogelijk
zijn en past die kennis hier toe. Bij Bertwin heeft dit
geholpen om de opgave correct te maken. Dat leerlingen
hun eigen interpretatie aan de context geven kan het leer-
proces echter ook verstoren. 

Een voorbeeld van dat laatste zien we bij Maura. Zij leidt
af uit de opmerking bij opdracht 7 dat het schip groot is
en dus niet ver van de kust kan zijn. Hoe zou Zilt anders
kunnen weten dat het een groot schip is? Maura betrekt
hierbij het weer (het kan mistig zijn) en ook de grootte
van de kaart en dus impliciet de schaal daarvan (die ove-
rigens niet gegeven wordt). Het is een ‘klein platte-
grondje, maar eigenlijk is ’ie in het echt heel groot’. Ze
wil dus het gebied niet al te ver van de kust begrenzen.
Haar medeleerling Silvana denkt hier echter anders over.
Ook al ziet Zilt hem misschien klein, toch kan hij weten
dat het schip groot is. Maar dat doet er eigenlijk niet toe,
zegt ze, dat hoort bij het verhaaltje. De opdracht is: waar
kan het schip zijn? Silvana laat zien dat ze weet dat je bij
rekenen niet met alle contextelementen rekening hoeft te
houden. In termen van Cobb (1987) hanteert Silvana dui-
delijk een andere sociaal-wiskundige norm. 

Anders representeren 

De ontwerpers hoopten dat leerlingen antwoorden
zouden geven in termen van punten, lijnen en gebieden.
Ze verwachtten dat leerlingen zouden ontdekken dat het
bij opgave 6 en 7 om een gebied gaat en niet dat zij met
punten of lijnen als antwoord zouden komen.De ontwer-
pers vatten een lijn op als een manier om een verzameling
van oneindig veel punten achter elkaar te representeren,
terwijl leerlingen blijkbaar behoefte hebben om die
punten zichtbaar te maken, bijvoorbeeld als een serie
punten achter elkaar of als een lijn met daarop bolletjes of
streepjes. 
De ontwerpers redeneren met kijklijnen op een vergelijk-
bare manier als met het licht van een vuurtoren om een
gebied te bepalen, terwijl leerlingen individuele tussen-
oplossingen (punten of lijnen) zoeken en die vervolgens
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combineren tot een antwoord. Wanneer we naar de repre-
sentaties die leerlingen gebruikten kijken, zien we over
het algemeen het volgende: 
– Leerlingen wijzen in eerste instantie punten aan waar

het om een lijn gaat en punten en/of lijnen waar het om
een gebied gaat.

– Leerlingen tekenen parallelle lijnen om het gebied aan
te geven. Wanneer zij geen parallelle lijnen tekenen,
tekenen ze kijklijnen (lijnen die tot aan het kijkobject
of vanaf het kijkpunt gaan).

– Leerlingen zetten streepjes of bolletjes op de lijnen of
gebieden.

– Leerlingen betrekken de breedte van de torens bij hun
oplossing. 

Lijn en gebied als verzameling van punten 
Leerlingen wijzen in eerste instantie punten aan waar het
om een lijn gaat en punten en/of lijnen waar het om een

gebied gaat. De gebieden zijn eerst klein en worden
steeds groter naarmate zij er meer punten aan toevoegen. 
Bij opdracht 4 verwachtten de ontwerpers dat leerlingen
vanuit losse punten de stap zouden maken naar een lijn.
Er is echter slechts één leerling die dit zelf ontdekt. Bij de
andere leerlingen is tussenkomst van de onderzoeker
nodig, namelijk de vraag wat er gebeurt als kapitein
Kwark een stukje achter het aangewezen punt gaat staan.
Deze vraag was voor de meeste leerlingen voldoende om
het direct te doorzien. Ze reageren, zoals Ricky: ‘Dat
maakt niet zoveel uit eigenlijk. Gewoon op deze hele lijn
dan’. Alleen Silvana reageert verbaasd en vindt dat het
onmogelijk is om al die plaatsen achter elkaar te tekenen
en concludeert dat dit dus ook niet de bedoeling van de
opgave zal zijn. 

Silvana: Hij mag toch ook niet hier staan (achter op
dezelfde lijn), want dan kijkt ’ie gewoon
vanaf dezelfde lijn, en dan kun je het net zo
goed zo doen, hier een bolletje, daar een bol-
letje, daar een bolletje (ze tekent bolletjes
achter elkaar). 

Onderzoeker: Maar zijn dat niet verschillende plekken?
Silvana: Ja wel, maar dat is wel een beetje oneerlijk

eigenlijk.
Onderzoeker: Maar het zijn wel verschillende plekken.
Silvana: Ja, maar volgens mij is dat niet de bedoeling.
Onderzoeker: Waarom niet?
Silvana: Nou, dan kun je gewoon ... zo heel kleine

bolletjes en dan kun je er duizenden doen.  

Bij opdracht 6 en 7 verwachtten de ontwerpers dat leer-
lingen de stap zouden maken naar een gebied als een ver-
zameling van (kijk)punten. Bij opdracht 6 is er echter
slechts één leerling die direct een gebied tekent. De
andere leerlingen geven over het algemeen eerst punten
aan en vervolgens de lijnen die naar die punten gaan (wat
ze bij opdracht 4 hebben geleerd). Ze ontdekken daarna
allemaal dat het om een gebied gaat, maar drie leerlingen
blijven die gebieden met kijklijnen aangeven, zonder de
grenslijnen duidelijk aan te geven (fig.13 en fig.14). 

Bij opdracht 7 gebeurt iets dergelijks, ook al zijn er nu
meer leerlingen die het gebied gelijk ontdekken en er de
grenslijnen van tekenen. Zoals eerder gezegd, zoeken alle
leerlingen bij opdracht 4 naar kijkrichtingen en niet naar
kijkposities. Dit verklaart waarom ze bij deze opgave
geen punten achter elkaar of lijnen aanwijzen. Een ander
punt op dezelfde lijn wordt ook gezien als dezelfde plaats
(gaat om dezelfde kijkrichting). Ze geven punten aan en
bedoelen daarmee een kijkrichting. 
Verder worden leerlingen bij opdracht 6 en 7 beïnvloed
door eerdere opdrachten, met name computeropdracht 3
en 5 en opdracht 4. Bij de computeropdrachten hoefden
ze slechts één punt te zoeken; in de volgende opdrachten
was de vraag het antwoord verder te generaliseren door te
zoeken naar alle mogelijke plaatsen. Het is logisch om
dezelfde redenering voort te zetten en dus naar andere
punten te zoeken. Voorts waren er leerlingen die na het
vinden van één punt als oplossing, vervolgens de lijn
erachter ook als een oplossing zagen, wat ze bij opdracht
4 hadden ontdekt. Als je een punt weet, dan weet je ook
gelijk een hele lijn. Daarnaast heeft dit ook te maken met

figuur 13: werk van Lukas (opdracht 6) figuur 14: werk van Maura (opdracht 6) 
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het feit dat leerlingen eerst met trial en error werken en
dus naar individuele oplossingen zoeken om vervolgens
het antwoord (het gebied) te kunnen ‘zien’.

Streepjes of bolletjes 
We zien dat de helft van de leerlingen lijnen met
streepjes, bolletjes of puntjes achter elkaar tekent bij min-
stens een van de drie opgaven. Er is één leerling die dat
zelfs bij alle drie opgaven doet en twee leerlingen die
punten met bootjes aangeven in het gebied van
opdracht 7. 
Onze interpretatie is dat leerlingen behoefte hebben aan
te geven dat die lijnen of gebieden uit punten bestaan. Ze
kennen het wiskundige object lijn als oneindig veel
punten niet, waardoor ze alle mogelijke plaatsen niet met
een lijn representeren, maar een representatie gebruiken
die iets van die punten laat zien. Lukas, bijvoorbeeld,
tekent in opdracht 4 een lijn met daarop veel kruisjes:
‘Oh, dan moet ik ... wacht even ... dan zet ik gewoon een
streepje vol kruisjes, dat is wel makkelijker’. In opdracht
6 gebruikt hij dezelfde representatie en legt uit waarom
hij dat doet: ‘Nou, alle mogelijke plaatsen naast elkaar
vind ik er raar uitzien. Dan zet ik het zo ...’ 

Parallelle lijnen 
Bij opdracht 6 en 7 valt nog op dat er slechts één groep is
die bij beide opgaven geen parallelle lijnen tekent bij het
aangeven van het gebied. De meeste leerlingen geven dus
in eerste instantie de gebieden aan met lijnen die parallel
getekend worden en wel zo, dat ze tussen de torens lopen
(fig15). 

figuur 15: werk van Bertwin (opdracht 6) 

Onze interpretatie is dat leerlingen gestuurd worden door
het idee van ‘tussen de torens’. Ze redeneren dan niet
vanuit kijklijnen, maar geven een bepaald gebied tussen
de torens aan. Han laat duidelijk zien dat wanneer leer-
lingen het kijken zelf proberen te representeren, ze geen
parallelle lijnen tekenen maar wel kijklijnen. In opdracht
7 kleurt hij eerst in het klad het gebied met parallelle
lijnen die recht voor de kijker en tussen de torens lopen
(fig.15). Als hij naar het antwoordblad gaat, tekent hij

echter geen parallelle lijnen maar kijklijnen. Hij repre-
senteert niet meer de mogelijke plaatsen waar het schip
kan zijn, maar wel hoe Zilt naar de zee kijkt. 

figuur 16: werk van Han (opdracht 7; kladblaadje) 

Hij tekent nu de lijnen vanuit het kijkpunt (de toren van
Zilt) terwijl hij hardop zegt: ‘Hij kijkt dan zo ...’ (zie
figuur 12). 

De breedte van de torens op de kaart 
De leerlingen houden rekening met de breedte van de
torens op de kaart, terwijl de ontwerpers de torens als
punten voorstellen. Dit komt, omdat leerlingen vanuit de
context en de alledaagse werkelijkheid redeneren en niet
vanuit punten en lijnen, zoals de ontwerpers. Wanneer je
naar echte torens zou kijken, is het inderdaad zo dat de
ene toren niet onmiddellijk, maar geleidelijk achter de
andere verdwijnt. De breedte van de torens doet er dus
toe, en je ziet dat leerlingen dat weten. Je hoort ze name-
lijk praten over het randje van de toren dat je net achter
de andere kunt zien. Dit is overigens ook in de computer-
taken (opdrachten 1, 3 en 5) het geval; ook daar doet de
breedte van de toren er werkelijk toe. De torens zijn op de
kaart weliswaar breder dan ze zouden moeten zijn bij een
letterlijk bovenaanzicht, maar hun breedte speelt niet-
temin een rol wanneer je de verrekijker gebruikt. Als je
een plek hebt gevonden waarin bijvoorbeeld de vuurtoren
achter de kerktoren staat, kun je de punt nog steeds een
klein beetje naar opzij verplaatsen zonder dat de vuur-
toren tevoorschijn komt. 

De verrekijker anders gebruiken 

De ontwerpers stelden de verrekijker alleen beschikbaar
bij de verkennende opgaven van de eerste serie
(opdrachten 1, 3 en 5), met als doel hem vooral de functie
te geven van onderzoeksgereedschap. Leerlingen zouden
daarmee de opdrachten kunnen exploreren en ervaringen
met de context kunnen opdoen, om daarna de meer gene-
raliserende opdrachten te kunnen maken. Op deze manier
wilden we voorkomen dat de verrekijker bij deze meer
generaliserende opdrachten gebruikt zou worden als een
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middel om de antwoorden op te zoeken, wat het genera-
liseren zou kunnen belemmeren. De leerlingen mochten
eventueel wel achteraf de verrekijker gebruiken om hun
antwoord te controleren. 
Bij opdracht 4 en 6 is er een aantal leerlingen (vier in
opdracht 4 en twee in opdracht 6) dat de verrekijker als
controleapparaat heeft gebruikt. Zij corrigeerden
daarmee zelf hun antwoorden en gebruikten deze om
elkaar te overtuigen van de juistheid van hun vermoe-
dens. Dit stimuleerde het leerproces, omdat het ze iets in
handen gaf om zelfstandig te kunnen werken. Dat was bij
alle groepen duidelijk merkbaar. 
Daarnaast waren er echter ook leerlingen die op een
gegeven moment de verrekijker gebruikten om ant-
woorden te zoeken, zonder daarbij te generaliseren. Een
goed voorbeeld hiervan is het antwoord van Han en Leo
bij opdracht 4: ‘Het zijn drie plekjes eigenlijk ... ja, op
deze lijn (achter de toren van Zilt), op deze lijn (achter de
vuurtoren), en deze plek (punt naast de laatste lijn)’.
Behalve de twee lijnen geeft hij ook een punt naast een
van die lijnen aan als antwoord. Hij legt uit dat de punt
niet bij de lijn hoort, want dat is wat de verrekijker aan-
geeft. We zien dus dat zowel de wiskundige als de con-
crete oplossing van het probleem naast elkaar komen te
staan, en Han en Leo zijn niet meer in staat die waarne-
ming te generaliseren. 
Kortom, ook al hadden de ontwerpers maatregelen
genomen om de functie van de verrekijker te sturen, dit is
toch niet helemaal gelukt. In plaats van het gereedschap
als controleapparaat te gebruiken, maakten de leerlingen
er een antwoordhulp van, wat vervolgens het generalise-
rende karakter van de opdracht veranderde. 
Voordat we deze bevindingen vanuit de literatuur
bekijken, nog een opmerking over de prestaties van de
leerlingen in het algemeen. Hoewel ze steeds een niveau
achter de verwachtingen aan liepen, zoals we in het voor-
gaande konden zien, hebben bijna alle leerlingen de
lijnen en gebieden op een meer of minder hoog niveau
ontdekt (ook al is dit deels te danken aan de interventies
van de onderzoeker). Verder is er ook een leerproces
zichtbaar. Aan de ene kant zie je dat er steeds minder
leerlingen zijn die achter de verwachtingen aan lopen.
Anderzijds zie je ook dat ze de kennis die ze in een
opgave hebben opgebouwd in een volgende opgave toe-
passen. Dit is voornamelijk het geval bij opgave 6. Je ziet
leerlingen die na het vinden van één punt, meteen de lijn
erachter als oplossing geven, wat een ontdekking was in
opgave 4. 

7 Discussie en aanbevelingen 

In de vorige paragraaf is in detail uitgewerkt wat de leer-
lingen anders deden dan de ontwerpers hadden verwacht
en hoe dit begrepen kan worden. Al eerder merkten we op

dat het hier gaat om het verschil tussen het actor’s per-
spectief en het observer’s perspectief. Hoewel het onder-
scheid hiertussen op zich een duidelijke heuristiek voor
ontwerpers biedt, is het tegelijkertijd ook niet meer dan
dat: het geeft een richting aan, maar hoe die verschillen er
nu precies uitzien wordt niet duidelijk. Het hier
beschreven onderwijsexperiment is gebruikt om een con-
cretere invulling aan het actor’s en observer’s perspectief
te geven. In deze paragraaf willen we een stap verder
gaan, door uit te gaan van de theoretische verklaringen
voor de verschillen tussen een actor’s en een observer’s
perspectief. 
De eerste theoretische verklaring betreft het door Van
Hiele (1973) aangedragen verschil in denkniveau. Leraar
en leerlingen verschillen in hun niveau van wiskundige
kennis en inzichten en dit leidt ertoe dat ze dezelfde
termen, opdrachten en situaties verschillend interpre-
teren. 
De tweede verklaring betreft het idee van sociaal-wis-
kundige normen, die verwijzen naar opvattingen over wat
wiskunde is, wat een wiskundig probleem is, wat een wis-
kundige oplossing is en wat we onder een wiskundige
argumentatie verstaan. Leraar en leerling kunnen er in dit
opzicht verschillende opvattingen op na houden.
De derde theoretische verklaring betreft het idee dat het
gebruik van gereedschap - in de ruimste zin - een subjec-
tieve component bevat. Wat het werken met een bepaald
gereedschap oplevert, hangt af van de functie die je er aan
toekent.

Verschillen in niveaus van wiskundige kennis

Leerlingen en ontwerpers beheersen de wiskundige
begrippen in opgaven op een ander niveau. De ontwerper
is de deskundige, terwijl de leerling die begrippen nog
aan het leren is en die dus slechts op informeel niveau
kent. In dit onderzoek ging het om de wiskundige
begrippen punt, (kijk)lijn, en kijkhoek. Oneindig veel
punten achter elkaar is voor de ontwerper een lijn. Dat de
oplossing een gebied is, en dat dit begrensd is door twee
lijnen, is voor de ontwerper vanzelfsprekend. Hij ziet als
het ware de wiskundige oplossingen in de opgaven, ter-
wijl leerlingen slechts de situatie zien, en vandaaruit de
opgaven proberen op te lossen. 
Dit verschil in kennis van de wiskunde speelt in dit
onderzoek een rol op het niveau van meetkundige repre-
sentaties. We zagen dat de ontwerpers de symbolen van
de torens als punten beschouwden, terwijl leerlingen ze
interpreteerden als bovenaanzichten en daarom de
breedte van de torens in hun antwoorden betrokken. 
De ontwerpers denken aan een lijn als een manier om een
verzameling van oneindig veel punten achter elkaar te
representeren, terwijl leerlingen behoefte hebben om die
punten zichtbaar te maken (als punten achter elkaar
zetten of als lijnen met daarop bolletjes of streepjes). De
ontwerpers redeneren met kijklijnen op een vergelijkbare
manier als met het licht van een vuurtoren om de
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gebieden te bepalen, terwijl leerlingen individuele tus-
senoplossingen (punten of lijnen) zoeken en die vervol-
gens combineren tot een antwoord. 
Een tweede rol die dit verschil in kennis in dit onderzoek
speelt, is de manier waarop de context van de opgaven
door de leerlingen en de ontwerper wordt ervaren en
gebruikt. Omdat de ontwerper de wiskunde in de opgave
ziet, ziet hij ook welke contextelementen wel en niet
nodig zijn om het probleem op te oplossen. Tegelijkertijd
ziet hij om die reden nauwelijks wanneer de context iets
verschilt van de reële context. Leerlingen zijn echter heel
gevoelig voor deze verschillen. Ze moeten vanuit de con-
text redeneren en zoeken naar contextelementen die je
nodig hebt om het probleem op te lossen. Ze zetten de
context naar hun hand om greep te krijgen op wat van hen
verwacht wordt. 
Dit wordt door Mercer (1992) op de volgende manier
beschreven: 

Pupils accomplish educational activities by using what they
know to make sense of what they are asked to do. As best
they can they create a meaningful context for an activity, and
the contexts they create consist of whatever knowledge they
invoke to make sense of the task situation.
(Mercer, 1992, pag.1 & 32) 

In dit onderzoek zagen we wat dit kan betekenen voor de
manier waarop leerlingen de opgaven maken:
– leerlingen betrekken contextelementen uit hun eigen

belevingswereld bij hun aanpak. Dit kan een positieve
effect hebben, zoals bij Bertwin, die denkt dat beide
torens tegelijk gezien kunnen worden omdat het
afhangt van het soort fototoestel, maar het kan het
oplossingsproces ook belemmeren. Denk daarbij aan
Maura, die de weersgesteldheid bij opgave 7 betrekt;

– leerlingen gebruiken contextelementen die er niet toe
doen. Dat zagen we bijvoorbeeld bij Maura, die de
schaal van de kaart erbij betrekt en veel betekenis
geeft aan het feit dat het schip groot is;

– leerlingen ervaren de context als authentiek en rede-
neren vanuit de reële situatie die de context schetst. In
het onderzoek zagen we dat leerlingen vanuit de con-
text van kijken redeneren, en dus naar kijkrichtingen
zoeken, in plaats van naar kijkpunten; leerlingen rede-
neren met een beperkt blikveld in plaats van met een
reeks van blikvelden; leerlingen redeneren vanuit het
idee van een echte verrekijker, waarmee je een
kijkrichting kiest, inzoomt, enzovoort, terwijl de ver-
rekijker in dit ontwerp al een gemathematiseerd
gereedschap is dat dit niet toelaat.

Kortom, wanneer je de wiskunde in de opgaven niet kent,
kun je vandaaruit ook niet redeneren. Je doet dat vanuit
de context en de kennis die je hebt uit je eigen belevings-
wereld die een rol speelt bij het oplossingsproces. 
Anders gezegd, wanneer je de wiskunde kent, zie je de
context door een wiskundige bril, waardoor het moeilijk
is te voorspellen hoe leerlingen vanuit de context gaan
redeneren. 

Voor ontwerpers betekent dit dat ze de context zorg-
vuldig moeten formuleren en het verschil tussen de reële
context en de ‘gemathematiseerde’ context van een
opgave niet moeten onderschatten. Bovendien is het
belangrijk dat ze de context van de opgaven vanuit het
perspectief van de leerling bekijken, waarbij het onmis-
baar is om deze nog tijdens het ontwerpproces aan leer-
lingen voor te leggen. 
Verder leidt de discussie tot een aantal aanbevelingen ten
opzichte van een aanpassing van de opgaven en het
applet: de werkelijkheid en het model zouden explicieter
uit elkaar gehaald moeten worden en het idee van ‘rond-
kijken’ zou duidelijker naar voren moeten komen. Een
van de problemen die zich in dit onderzoek voordeed had
te maken met het feit dat de ontwerpers de kaart als een
model van de werkelijkheid zien, terwijl leerlingen die
als de werkelijkheid (een luchtfoto) ervaren. Je zou die
twee dus meer uit elkaar moeten halen, door de stap van
de werkelijkheid naar het model explicieter te maken. Dit
kan, bijvoorbeeld door te werken met wat meer reëlere
beelden van het eiland, als het gaat om het onderzoeken
met de verrekijker enerzijds en door te werken met een
schets daarvan anderzijds, wanneer leerlingen met
punten en lijnen moeten werken. Verder kan het idee dat
je ‘rondkijkt’ verduidelijkt worden door de formulering
van de opgaven aan te passen. Daarnaast kan dit gesteund
worden door een aangepaste verrekijker, waarmee de
gebruiker de kijkrichting kan bepalen en ‘rond kan
kijken’. 

Verschillen in sociaal-wiskundige normen 

De verschillen in opvattingen van ontwerper en leer-
lingen over de wiskunde, en hoe je daaraan werkt, kunnen
ook een rol spelen bij de wijze waarop leerlingen anders
reageren dan de ontwerpers hadden verwacht. De mate
waarin de context serieus moet worden genomen bij een
contextopgave is een voorbeeld dat hiermee te maken
heeft. De ontwerpers hadden in dit onderzoek bijvoor-
beeld niet van tevoren bedacht dat leerlingen de schaal
van de kaart erbij zouden betrekken. Of dat ze rekening
zouden houden met het feit dat het een groot schip was.
Er was overigens maar één leerling die deze aspecten bij
haar redeneringen betrok. 
In hoeverre rekening gehouden moet worden met de con-
text van een opgave is iets dat leerlingen langzaam maar
zeker moeten ontwikkelen in de reken-wiskundeles. Dit
proces van normen ontwikkelen wordt door ervaringen,
in een interactief, cumulatief leerproces geconstrueerd.
Om dit proces goed te kunnen sturen is feedback op het
werk van de leerlingen nodig. De vraag is of dit door de
computer kan worden gedaan of dat het een taak is die
door de leerkracht moet worden vervuld. Dit hangt waar-
schijnlijk mede af van de moeilijkheidsgraad van de
opgave, maar gezien de beperkingen van de computer-
leeromgeving en de veelheid aan reacties van leerlingen
enerzijds en de complexiteit van dit leerproces ander-
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zijds, denken we dat hier een taak voor de leerkracht ligt
die niet gemist mag worden.
Verder is het natuurlijk nodig dat leerlingen weten dat
dezelfde sociaal-wiskundige normen van de reken-wis-
kundeles ook gelden wanneer je een rekenopgave op de
computer oplost. Dit is belangrijk, omdat bij het werken
met de computer ook andere sociale normen gelden, die
de sociaal-wiskundige kunnen overheersen. We kunnen
de computer als een gereedschap zien en daarvoor gelden
specifieke normen (meer hierover in de volgende para-
graaf). 
We geven hier een voorbeeld van. Het feit dat de com-
puter vaak directe feedback geeft op de handelingen van
de leerlingen, moedigt ze aan om met trial and error te
werken en puur te klikken tot ze het antwoord hebben
gevonden. Het beargumenteren van het goede antwoord
lijkt dan voor leerlingen overbodig, omdat de computer
laat zien dat het zo is. 

Verschillen in omgaan met de verrekijker 

Een laatste theoretische verklaring voor de verschillen
tussen een actor’s en een observer’s perspectief betreft
het idee dat het gebruik van gereedschappen een subjec-
tieve component bevat. Onderzoek naar het gebruik van
gereedschappen in het reken-wiskundeonderwijs wijst uit
dat leerlingen het gereedschap, al werkend, betekenis
geven (Hiebert et al, 1997). Dit proces wordt beïnvloed
door de normen voor het gebruik van gereedschap die in
een bepaalde klassenpraktijk gelden (Doerr & Zangor,
2000). Dit verklaart waarom leerlingen op verschillende
momenten diverse betekenis aan een gereedschap kunnen
ontlenen, dat kan afwijken van de verwachtingen van de
ontwerper. 

In dit onderzoek konden leerlingen bij sommige opgaven
de ‘verrekijker’ gebruiken. De ontwerper probeerde van
tevoren de functie daarvan te sturen door deze in de meer
generaliserende opgaven niet meer beschikbaar te stellen.
Op deze manier wilde hij dat ze de verrekijker vooral als
onderzoeksgereedschap - en eventueel als controleappa-
raat - zouden gaan gebruiken. Leerlingen zouden al expe-
rimenterend beredeneren waarom je vanaf een zeker kijk-
punt iets op een bepaalde manier kon zien. Wanneer ze
vastliepen, zouden ze achteraf de verrekijker kunnen
gebruiken. 
Dit is tot op zekere hoogte gelukt. We zagen dat wanneer
leerlingen dit deden, ze de verrekijker in eerst instantie
als controleapparaat gebruikten, wat weer een positief
effect had op het leerproces. Helaas gingen ze de verre-
kijker soms ook gebruiken om het antwoord te vinden.
Dit had een negatief effect op het leerproces, omdat het
de aard van de opgaven veranderde. Leerlingen gingen
niet meer generaliseren en gebruikten de afbeeldingen
die de verrekijker gaf als bewijs dat het klopte, zonder
daarbij wiskundige argumenten te gebruiken. 

In termen van het onderzoek van Doerr en Zangor (2000)
werkte het gereedschap nu dus ook als transformatieap-
paraat. Een directe vraag die hier voor de ontwerpers uit
volgt, is in hoeverre het mogelijk is het gebruik van een
gereedschap via de computerapplicatie zelf te sturen. Uit
dit onderzoek blijkt dat dit tot op zekere hoogte mogelijk
is. We zagen namelijk dat het niet altijd beschikbaar
hebben van de verrekijker goed werkte, maar dat het niet
voldoende was. Gezien het gegeven dat gereedschapge-
bruik ook door specifieke normen beïnvloed wordt, is het
te verwachten dat hierin geïnvesteerd moet worden. Leer-
lingen moeten zich bewust zijn dat wanneer ze de com-
puter in de reken-wiskundeles gebruiken, de algemene
normen voor computergebruik die ze bij andere
opdrachten gebruiken, niet gelden. Het gaat bij rekenop-
gaven met de computer er niet om snel een antwoord te
vinden. De computer moet door leerlingen gezien worden
als een instrument waarmee je op onderzoek kunt gaan en
waarmee je argumenten kunt vinden voor je antwoorden. 

Noot

1 Met dank aan B. Heijman voor het corrigeren en kritisch
doorlezen van de eerste versies van dit artikel. 

2 Het spel is te vinden op het ‘Rekenweb’:
www.rekenweb.nl. 
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In order to design mathematical tasks that foster the intended mental activities, developers try to anticipate what students
might do. Students, however, may look at tasks in a very different way than developers or teachers. This has to do with
what is called the actor’s point of view and the observer’s point of view. 
In this article we try to understand this difference between points of view more precisely, in order to help explain the dif-
ferences between what a developer expects and what students in fact do. We do this using a study on the design of questions
for an applet on geometry.


